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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ ДИНАМИЧЕСКОЙ ПРОЧНОСТИ 

ТОЛСТОСТЕННЫХ ЦИЛИНДРОВ С КОНЦЕНТРАТОРАМИ ТИПА ТРЕЩИН 
 

С использованием уравнений механики хрупкого разрушения разработана численная методика, основан-
ная на алгоритме Уилкинса, и исследована прочность стальных толстостенных динамически нагружен-
ных импульсом внутреннего давления цилиндрических оболочек с технологическими особенностями 
типа трещин в местах  закрепления торцов. 
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Толстостенные цилиндрические динамически 

нагруженные оболочки находят применение в тех-

нологических процессах импульсной штамповки, в 

атомной энергетике, высокоточных источниках све-

та и других областях техники. В конструкциях обо-

лочка может различными способами крепиться к 

основанию. В ряде случаев такое закрепление осу-

ществляется вдоль кольцевых частей торца, напри-

мер сваркой. Часть торцевой поверхности при этом 

оказывается жестко закрепленной, а на оставшейся 

части имеется технологическая особенность (разрез) 

типа трещины. Как известно из механики хрупкого 

разрушения [1], в упругих постановках задач на-

пряжения в вершинах трещины имеют сингуляр-

ность, а напряженно-деформированное состояние 

(НДС) и прочность металла в окрестности трещины 

описываются при помощи коэффициентов интен-

сивности напряжений (КИН). Существуют критиче-

ские значения КИН, при превышении которых тре-

щина начинает расти (раскрываться), а конструкция 

соответственно разрушаться. 

Как показал обзор литературных источников 

анализ осесимметричного НДС и расчет на проч-

ность толстостенных динамически нагруженных 

цилиндрических оболочек с технологическими осо-

бенностями типа трещин в местах закрепления тор-

цов не производился. Отсутствуют и методики про-

ведения такого исследования.  

Цель данной работы – разработать и апробиро-

вать численную методику оценки прочности толсто-

стенных цилиндрических оболочек, имеющих тех-

нологические особенности закрепления торца типа 

математического разреза, при внутреннем импульс-

ном нагружении. Оценка прочности оболочки осу-

ществляется с учетом сложного напряженного со-

стояния в ее материале посредством определения 

эквивалентных напряжений по третьей теории 

прочности, а в окрестности технологической трещи-

ны путем расчета эквивалентного КИН, учитываю-

щего как нормальный отрыв берегов трещины, так и 

их сдвиг [1]. Соответствующие КИН определяются 

известными методами механики хрупкого разруше-

ния. 

  
Математическая постановка  

краевой задачи. Численный метод 
 
Рассматривались цилиндрические полые толсто-

стенные оболочки. Левый торец оболочки условимся 

всегда совмещать с плоскостью х = 0 цилиндриче-

ской системы координат r, φ, x. Уравнения движения 

в цилиндрических координатах с учетом осевой сим-

метрии имеют вид: 
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где t – время; ρ – плотность материала; νr, νx – ком-

поненты вектора скорости перемещений; σr , σφ , 
σx ,.τ – компоненты тензора напряжений. Геометри-

ческие соотношения выглядят так: 
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где еr, еφ, еx, γ – компоненты тензора скоростей де-

формаций. 

Материал оболочки полагался изотропным упру-

гим. Уравнения состояния такого материала хорошо 

известны и имеют вид [2]: 

dtdEe xrr /)]([1  
 ; 

dtdE /)1(2 1   .      (3) 

Здесь E – модуль Юнга; μ – коэффициент Пуас-

сона. Выражения для еφ и еx получаются из (3) цик-

лической перестановкой индексов. 

Система уравнений (1) – (3) замыкается началь-

ными и граничными условиями. Начальные условия 

полагались нулевыми. Граничные условия на закре-

пленных, свободных либо нагруженных поверхно-

стях – кинематические либо силовые и имели стан-

дартный вид. Кроме того, использовались некото-

рые виды граничных условий специального типа – 

например скользящее закрепление, условие симмет-

рии, а также условия на поверхностях конструктив-

ных особенностей типа математических разрезов. 

При наличии конструктивных особенностей типа 

трещин по кольцевой части торца х = 0, граничные 

условия учитывались путем комбинации силовых, 

кинематических и смешанных условий на незакреп-

ленной и закрепленной (приваренной) частях торца 

соответственно [2], что позволяет учитывать одно-

стороннее контактное взаимодействие берегов ма-

тематического разреза (непровара) с жестким тор-

цом основания без трения. 

Нагружение производилось осесимметричным 

импульсом давления P(t), равномерно приложенным 

к внутренней поверхности полого тела. Краевая за-

дача (1) – (3) интегрировалась численно с использо-

ванием явной по времени интегро-интерполя-

ционной по пространству конечно-разностной схе-

мы Уилкинса [2]. 

 

Учет влияния конструктивных  
особенностей типа трещин  

на динамическую прочность  
цилиндрических толстостенных оболочек 

 

Ниже будут численно исследованы особенности 

расчета на динамическую прочность цилиндриче-

ских оболочек при закреплении одного из торцов 

посредством сварки. Часть торца при этом оказыва-

ется неподвижно закрепленной, а на оставшейся 

части имеется математический разрез типа трещи-

ны. Практический интерес представляет оценка, 

использующая методы механики хрупкого разруше-

ния, НДС и КИНы в вершинах образовавшихся тех-

нологических трещин, для того чтобы сделать вывод 

о том, опасен или не опасен с точки зрения прочно-

сти данный «непровар» в условиях заданного дина-

мического нагружения оболочки. 

Так как при осесимметричной нагрузке подобной 

конструкции ненулевой будет только одна компо-

нента сдвиговых напряжений, для описания НДС в 

окрестности такой технологической трещины будем 

использовать методы механики разрушения для 

плоских задач [1], учитывающие совместное влия-

ние коэффициентов интенсивности напряжений 

нормального отрыва К1 и сдвига К2 

Согласно [1] вводится эквивалентный КИН по 

формуле 

2
2

2
1 78,1 КККэкв                    (4) 

и условие прочности при разрушении проверяется 

по критерию 

сэкв КК 1 ,           (5) 

где К1c – предельный КИН для трещины нормально-

го отрыва, при превышении которого начинается 

рост трещины, то есть разрушение. 

Если ввести в вершине трещины местную поляр-

ную систему координат δ, θ то напряжения в ее ок-
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рестности будут иметь вид [1, 2]  
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с корневой сингулярностью у вершины трещины. 

При этом положительное направление для θ будем 

всегда выбирать вглубь материала (а не вглубь же-

сткого основания). Накладывая на трещину основ-

ную цилиндрическую систему координат r, x будем 

таким образом иметь два типа вершин трещин: вер-

шина типа А, когда распространение трещины воз-

можно в положительном направлении оси r, и вер-

шина типа В, когда распространение трещины воз-

можно в отрицательном направлении оси r. В случае 

А – вершины при θ = 90º будем иметь σθ = σr, 
τδθ = – τrx, a в случае В – вершины при θ = 90º будет 

σθ = σr , τδθ = τrx. 
Подставляя эти значения в систему (6) и решая 

которую относительно К1 и К2 находим соответст-

вующие КИН для вершины трещины обоих типов: 
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Подставляя (7) в (4), получаем эквивалентные 

КИНы для вершин трещин типа А и В. 

При численных расчетах в качестве σr и τrx выби-

рали среднее соответствующих величин в соседних 

с вершиной трещины конечно-разностных ячейках, 

при этом  в (6) – (7) оказывался пропорциональным 

шагу разностной сетки вдоль осевой координаты. 

Вершина трещины при этом обязательно должна 

совпадать с узлом разностной сетки. 

Тестовая задача. Рассматривался полый сталь-

ной (Е = 1,962∙105 МПа; υ = 0,3; ρ = 7850 кг/м3) ци-

линдр (длина L = 10 м; внутренний радиус R1 = 1 м; 

наружный радиус R2 = 2 м) растягиваемый по тор-

цам напряжением  σ = 1 МПа с центральной наруж-

ной кольцевой трещиной глубины (R2 – R1)/2. При 

численном решении полагали, что на торцах х = 0 и 

х = L приложено осевое напряжение 

)(/)( TtHTtTtH  , где Т = 0,02с, Н(t) – функ-

ция Хевисайда. На рис. 1 показаны расчетные зна-

чения КИН у вершины трещины, полученные на 

трех различных разностных сетках:  

1 – rxr hhRRh 2;20/)( 12  ;  

2 – 20/)( 12 RRhh xr  ;  

3 – 100/)( 12 RRhh xr  , где hr. и hx – шаги 

по радиальной и осевой координате соответственно. 

Штриховая линия соответствуют справочным дан-

ным [3] для бесконечно длинного цилиндра при ста-

тическом растяжении. На всех трех разностных сет-

ках наблюдается хорошее соответствие расчетных и 

справочных данных, что свидетельствует о прием-

лемости предложенной методики для оценки КИН в 

цилиндрических телах с трещинами. В дальнейших 

расчетах использовалась сетка с размерами типа 1. 

Рис. 1.
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Модельные расчеты. Далее рассматривался из-

готовленный из стали 30ХГСА стальной толсто-

стенный полый цилиндр. Левый торец x = 0 тем или 

иным образом закреплялся на жестком основании, 

правый x = L был свободен от нагрузок. Наружная 

поверхность r = R2 свободна от нагрузок, на внут-

реннюю r = R1 действует динамическое давление 

P(t). Геометрические характеристики оболочки та-

ковы: R1 = 0,035 м; R2 = 0,0525 м; L = 0,07 м. Физи-

ко-механические константы стали: Е = 2105 МПа; 

 = 0,3;  = 7850 кг/м3; предел текучести 

σт = 850 МПа. Коэффициент запаса принят равным 

1,2. Допускаемые напряжения равны 708 МПа. 

Рис. 1. Расчетные значения КИН  
у вершины трещины 
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На практике широко распространена штамповка 

на гидравлических пресс-пушках. Известно [4], что 

при этом виде штамповки давление на внутреннюю 

поверхность матрицы меняется во времени по полу-

синусоидальному закону: 

,)()sin()( 1
0 tHtPtP                 (8) 

где λ – характеристическая частота синусоиды; Р0 – 

амплитудное значение нагрузки. 

В качестве примера применения предложенной 

методики выполним расчет на прочность матрицы в 

виде стального цилиндра приведенных выше разме-

ров для штамповки на пресс-пушке. Масса снаряда 

пресс-пушки равна 0,5 кг, его радиус 0,03 м, дульная 

скорость 50 м/с, высота столба жидкости в переход-

нике пушки 0,04 м, эквивалентная высота столба 

жидкости в гидравлической камере 0,125 м. Соглас-

но [4] при этих параметрах штамповки амплитуду 

нагрузки P0 можно оценить в 80 МПа, а характерис-

тическую частоту синусоиды нагружения  в 104 с–1. 

Рассматривались три способа крепления левого 

торца матрицы к основанию сварными швами: 

1 – по внутреннему краю: r[R1 , R1+ Si]; 2 – по 

внешнему краю: r[R2 – Si , R2]; 3 – по внутреннему 

и по наружному краям: r[R1 , R1+ Si]  [R2 – Si , R2]. 

В различных вариантах расчетов изменялась также 

эффективная глубина проплавления шва: 

1 – S1 = 0,003 м; 2 – S2 = 0,006 м; 3 – S3 = 0,01 м. 

Некоторые результаты расчетов приведены          

в табл. 1. Расчеты проводили до момента вре-       

мени 510 – 4с. 

Таблица 1 
Результаты расчетов толстостенного полого цилиндра, 

прикрепленного посредством сварки к жесткому основанию 

№ 
способа 

креп-
ления 

Глубина 
проплав-

ления, 
Si мм 

Максимальные эквивалентные напряжения 
по третьей теории прочности, МПа 

Максимальные значения приведен-
ных коэффициентов интенсивности 

напряжений, мМПа  
Окрестность точки (x = 0) 

r = R2–Si r = R1+Si r = R2 r = R1 r = R2–Si r = R1+Si 

1 
3 – 489,6 146,4 542,3 – 34,66 
6 – 345,7 167,5 403,9 – 20,97 

10 – 241,6 191,0 374,6 – 10,35 

2 
3 376,8 – 223,4 117,9 21,94 – 
6 334,8 – 226,6 100,7 13,43 – 

10 328,3 – 246,5 86,0 8,84 – 

3 

3 196,0 285,5 255,0 394,5 13,41 14,03 
6 143,1 175,8 238,2 365,9 6,64 6,36 

Равна тол-
щине мат-

рицы 
– – 233,4 360,6 – – 

 

Крепление по способу 1. Оказалось наиболее 
опасным как по КИН, так и по максимальным экви-
валентным напряжениям, но при этом условия 
прочности не нарушались. Для всех трех глубин 
проплавления максимальные эквивалентные напря-
жения по третьей теории прочности возникали в 
окрестности внутренней угловой точки, при этом 
для всех рассмотренных толщин проплавления они 
при использовании данной конечно-разностной сет-
ки не превышали допускаемых, см. табл. Не учиты-
вая возникновение пластических деформаций в точ-
ке r = R1 + Si (используя линейную механику разру-

шения), что приводит к увеличению коэффициента 
запаса прочности, были проведены расчеты по оп-
ределению коэффициента интенсивности напряже-
ний в окрестности этой точки, как в вершине «тре-
щины», для всех трех глубин проплавления. 

Крепление по способу 2. Для всех трех глубин 
проплавления максимальные эквивалентные напря-
жения достигались в окрестности точки r = R2 – Si . 
Причем они на данной сетке не превышают допус-
каемых.  

Крепление по способу 3. Для всех трех глубин 
проплавления максимальные эквивалентные напря-
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жения достигались в окрестности внутренней угло-
вой точки и на данной сетке не превышали допус-
каемых напряжений. 

Из приведенных данных видно, что для всех спо-
собов крепления при рассмотренном виде нагруже-

ния, максимальный Кэкв не превышает 34,7 мМПа . 

Как следует из [5], для выбранного материала нали-
чие рассмотренных видов непроваров не является 
опасным при данном динамическом нагружении и 
не будет приводить к отрыву цилиндра от основа-
ния, т.е. нарушению его прочности в целом. Тем не 
менее, для ряда сталей (45, 40Х, 7Х2 и др.) при та-
ком уровне КИН при эксплуатации в условиях низ-
ких (до 77 °К) температур может наблюдаться рост 
трещины [5].  

При этом нагружении наиболее опасна приварка 
по внутреннему краю цилиндра. Минимальные зна-
чения максимальных эквивалентных напряжений 
имеют место во втором случае закрепления. Однако 
при этом максимальные коэффициенты интенсивно-
сти напряжений несколько выше, чем в третьем 
случае закрепления для всех глубин проплавления.  

Как и ожидалось, КИН уменьшаются вместе с 
уменьшением размеров трещины (увеличением 
суммарной величины проплавления). 

 
Выводы 

 

Предложена и апробирована методика численно-
го расчета при помощи алгоритма Уилкинса сингу-
лярных особенностей нестационарного двумерного 
НДС, возникающих в окрестности закрепления тор-
цов и дефектов типа трещин, образуемых при при-
варке толстостенной цилиндрической оболочки к 
жесткому основанию. Оценка прочности оболочки 
осуществляется с учетом сложного напряженного 
состояния в ее материале по третьей теории прочно-
сти, а также в окрестности технологической трещи-
ны путем расчета эквивалентного КИН, учитываю-
щего как нормальный отрыв берегов трещины, так и 
их продольный сдвиг. Для трех способов закрепле-
ния торцов оценена прочность стальных толсто-
стенных динамически нагруженных импульсом 
внутреннего давления цилиндров. Обнаружено, что 

в зависимости от вида закрепления будет меняться 
место локализации максимальных КИН в конструк-
ции. При рассмотренном нагружении, характерном 
для импульсной штамповки на гидравлической 
пресс-пушке, матрица удовлетворяет требованиям 
прочности. При этом наиболее опасным оказывается 
сварное соединение торца вдоль внутреннего кольца 
оболочки и для ряда сталей при низких температу-
рах может наблюдаться рост трещины и нарушение 
условий прочности. С уменьшением размеров тех-
нологической трещины (глубины непровара) КИН 
также уменьшаются. 
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