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ПРОГРАММНО-КОМПЬЮТЕРНЫХ СРЕДСТВ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 
Рассматриваются вопросы процесса обработки экспериментальных данных по зависимостям абразивного 
износа поверхностей конструкционных материалов вертолетных авиационных газотурбинных двигате-
лей (ГТД) и их покрытий при нежестко закреплённых абразивных частичках и предлагается усовершен-
ствованный нетрадиционный метод их аппроксимации повышенной точности с использованием совре-
менных программно-компьютерных средств его моделирования. 
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Введение 

 
Абразивное изнашивание газовоздушного трак-

та, в особенности на вертолетных газотурбинный 

двигателях (ГТД), изменяет геометрические харак-

теристики поперечных сечений лопаток, и это в 

свою очередь приводит к изменениям силовых фак-

торов, которые действуют на лопатки компрессоров 

и турбин ГТД и обуславливают параметры растяже-

ния, сгибания и кручения лопаток в рабочем состоя-

нии. Определение напряжений, которые действуют 

на лопатку при всех этих видах нагрузок, как из-

вестно, связано с вычислением величин силовых 

параметров и геометрических характеристик попе-

речных сечений лопаток, которые постепенно изме-

няются в процессе эксплуатации от действия абра-

зивного изнашивания. 

Для проведения сравнительного анализа мате-

риала на износостойкость необходимо иметь досто-

верные данные из аппроксимации зависимостей аб-

разивного изнашивания поверхностей соответст-

вующих сплавов и конструкционных материалов и 

их покрытий в зависимости от пути трения, разме-

ров абразивных частичек и величины силы их взаи-

модействия с поверхностями деталей. 

Повышение точности аппроксимации экспери-

ментальных зависимостей является неотъемлемой 

составной процесса обработки результатов научных 

исследований. Более точная аппроксимирующая 

функция разрешает предусмотреть результаты абра-

зивного износа поверхностей материалов с большей 

достоверностью. Абразивный износ элементов авиа-

ционных конструкций, деталей узлов трения авто-

мобилей, деталей сельскохозяйственных, строи-

тельных, горных и других машин играет важную 

роль в определении долговечности и эффективности 

этих машин и механизмов. В связи с этим возникает 

необходимость разработки ускоренных методик и кри-

териев оценки процессов изнашивания материалов и 

их покрытий, определения вида аппроксимирующих 

функций экспериментальных зависимостей на ранних 

стадиях с целью прогнозирования и определения срав-

нительных характеристик их механических свойств и 

показателей, а также всестороннего исследования на 

основе использования математических методов моде-

лирования процессов абразивного изнашивания по-

верхностей деталей в реальном времени. 

Обзор публикаций и анализ нерешенных про-

блем. Непосредственно вопросами моделирования и 

аппроксимации экспериментальных зависимостей 
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процессов абразивного износа разных материалов 

занимались наиболее известные ведущие специали-

сты в области трения и износа [1 – 8 и др.]. Однако 

полученные ими результаты включают ограничен-

ное число характерных параметров, которые влияют 

на износостойкость, являются достаточно громозд-

кими и не дают необходимого удобства в широком 

применении при создании универсальной и обоб-

щенной модели процесса изнашивания, не обеспе-

чивают высокую точность аппроксимации экспери-

ментальных зависимостей при определении сплавов 

и конструкционных материалов на их абразивную 

износостойкость при нежестко закрепленных абра-

зивных частичках. В данной работе, которую следу-

ет рассматривать как продолжение работы [9], пред-

лагается автоматизировать процесс обработки экс-

периментальных зависимостей с использованием 

программно-компьютерных методов моделирова-

ния, которые облегчают процесс определения опти-

мального вида аппроксимирующих функций экспе-

риментальных зависимостей абразивного износа и 

значительно повышают точность их аппроксимации, 

что, в свою очередь, дает возможность поднять ка-

чество прогнозирования износостойкости материа-

лов и покрытий при разных условиях эксплуатации 

элементов конструкций на ранних стадиях износа, а 

также проводить сравнительный анализ материалов 

на абразивную износостойкость в реальном време-

ни. 

 
Результаты исследований 

 
Для проверки метода были проведены испыта-

ния ряда материалов на абразивную износостой-

кость на машине трения Бринеля [9]. 

Для инженерной практики необходимо прогно-

зировать величину износа как при действии абра-

зивных частичек разной твердости и размеров, так и 

при изменении скорости их перемещения по по-

верхности материалов, а также от длины пути тре-

ния и усилий взаимодействия частичек с поверхно-

стью материалов. На рис. 1 показаны эксперимен-

тальные зависимости весового износа от длины пути 

трения для двух материалов, отличающихся своей 

твердостью. Приведенные экспериментальные зави-

симости получены при условиях стандартной нагруз-

ки (P0 = 44,1Н) в соответствии с ГОСТ 23.208-79 и 

размерами абразивных частичек Si 2O 160-200 мкм. 

Рис. 1. Экспериментальные зависимости весового 
абразивного износа поверхностей материалов  

от величины пути трения для сплава ВТ22  
и стали 30ХГСА нормализованной 

 

На рис. 1 график )(1 xf  соответствует титаново-

му сплаву ВТ22, а график )(2 xf  – стали 30ХГСА 

нормализованной. 

Соотношения между величиной весового абра-

зивного износа исследуемых материалов подтвер-

ждаются соответствующими значениями их твердо-

сти, приведенными в табл. 1 (измерения твердости 

проводились на приборе ТШ-2Г). 

Таблица 1 
Значения твердости исследуемых материалов 

Марка Состояние HB(d) HB  
ВТ22 Отожженный 1,82 271 
30 ХГСА Нормализованная 2,05 217 

 
Для нахождения оптимальных компонент ап-

проксимирующих функций, представленных экспе-

риментальных зависимостей на рис. 1, рассмотрим 

усовершенствованный нами способ, который значи-

тельно повышает точность аппроксимации и выбора 

вида эмпирической зависимости. Для этого рас-

смотрим особый класс монотонных двухпараметри-

ческих функций ),,( baxf . Пусть эти функции будут 
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определены одним из следующих уравнений: 

qp baxy /1)(  , если 0,0  q  p ;             (1) 

qbxay /1)ln(  , если 0q ;                (2) 

bey
pax  , если 0p ;                    (3) 

qbxy  .                                    (4) 

Как видно, функции (1 – 4) объединены по фор-

ме в один класс. Обобщенные средние от положи-

тельных величин nzzz ,...,, 21  определим как 

tn

k

t
kZ z

n
tM

/1

1

1)( 









 


.                       (5) 

Для определения среднего гармоничного (сред-

него порядка –1) формула имеет вид 
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а для среднего геометрического (порядка 0) – вид  

  )0()(lim...
0

1
21 zz

t
nnz MtMzzzG 


.     (7) 

Соответственно формулы для вычисления значе-

ний среднего арифметического имеют вид  

)1(...21
z

n
z M

n
zzzA 


 ,               (8) 

а для вычисления среднего квадратичного (порядка 2): 

 2
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z M
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S 


 .            (9) 

Рассмотрим следующие классы средних вели-

чин: среднее порядка 3 и определяемое  

)3(
...3
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При 2t  имеем среднее порядка – 2 и опреде-

ляемое 
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При этом выполняются соотношения между вы-

ше определенными средними положительных вели-

чин по формулам (6 – 11):: 

zKSAGHFz zzzzzz maxmin  . 

Определим основное свойство класса функций  

(1 – 4), которое состоит в равенстве значения функ-

ции от обобщенного среднего от p  обобщенному 

среднему от q : 

     qMpMf yx  . 

Для функции qbxy   p и q  возьмем равными 

нулю. Получим     00 yx MMf  . 

Аналогично можно показать, что   yx GGf  . 

Рассмотрим данный класс функций со сменными 

p  и q , которые будут принимать значение –2; –1; 

0; 1; 2; 3; 4, а потом определим 27 разных функций, 

которые часто используются в инженерной практике 

при моделировании различных процессов. Виды 

предложенных нами функций взяты из работ [9, 10] 

и сведены в табл. 2.  

Для определения оптимального вида аппрокси-

мирующей зависимости надо отметить параметры 

p  и q  на рис. 2 и средние ,,,,, xxxxx S A G HF  

yyyx G H ,FK ,, , yyy KS A ,, . 

 
Рис. 2. Алгоритм нахождения оптимальной 

 аппроксимирующей функции 
 

После этого на соответствующих координатных 

осях надо провести через них прямые линии, парал-

лельные осям. Эти линии пересекутся в тридцати 

шести точках, каждая из которых отвечает одной из 

приведенных в табл. 2 функций. 
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Таблица 2 
Виды предложенных функций 

№ ),,( baxfy   p  q   pM x   qM y  

1 bax   1 1 xA  yA  
2 xba  1 0 xA  yG  
3 )/(1 bax   1 –1 xA  yH  
4 bxa ln  0 1 xG  yA  
5 xab /  –1 1 xH  yA  
6 abx  0 0 xG  yG  
7 )/( abxx   – –1 xH  yH  
8 xba1  –1 0 xH  yG  
9 )ln/(1 bxa   0 –1 xG  yH  
10 bax 2  2 1 xS  yA  
11 2xba  2 0 xS  yG  
12 )/(1 2 bax   2 –1 xS  yH  
13 bax 2

 2 2 xS  yS  
14 bax   1 2 xA  yS  
15 bxa ln  0 2 xG  yS  

16 b
x
a


 
–1 2 xH  yS

 

17 baxe   1 0 xA  yG
 

18 baxe 2

 2 0 xS  yG
 

19 3 2 bax   2 3 xS  yK
 

20 3 bax   1 3 xA  yK
 

21 3 ln bxa   0 3 xG  yK  

22 3 b
x
a


 
–1 3 xH  yK  

23 bax 3
 3 1 xK  yA  

24 baxe 3

 3 0 xK  yG  

25 3
2 b

x
a


 

–2 3 xF  yK  

26 4 3 bax   3 4 xK  yQ  

27 bax 3
 3 2 xK  yS

 
 
По приведенному алгоритму определим компо-

ненты аппроксимации экспериментальной зависи-

мости абразивного износа поверхности титанового 

сплава ВТ22, показанной в виде графика функций 

)(1 xf  на рис. 1. Найдем ,,,,,,, xyxyxyx KSSGGAA  

yxy QQK ,,  и нанесем полученные значения на оси 

ОХ и ОY на рис. 3. Построим график эксперимен-

тальной зависимости )(1 xf  на рис. 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Метод нахождения оптимальных компонент 
аппроксимирующих функций на основании  

экспериментальных зависимостей 
 

Находим точки пересечения прямых: 

yyxxxx Sy Gy Qx Kx Sx Gx  ,,,,, ,  

yKy  , .yQy   

Среди шестнадцати точек пересечения этих пря-

мых определяем точки, ближайшие к графику экс-

периментальной зависимости )(1 xf : 4321 ,,, PPPP , 

,5P 876 ,, PPP . По табл. 2 определяем оптимальные 

компоненты аппроксимирующей функции. Точки 

8631 ,,, PPPP  соответствуют оптимальной компонен-

те х. Точкам  7542 ,,, PPPP  соответствуют компо-

ненты .,,, 4/33/22/32/1 x x x x  

При реализации данного метода для условия  
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Коэффициенты оптимальной аппроксимирую-

щей функции покажет матрица S: 














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



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82930002376150,0
430470028197701,0

843730414115569,0
347330582188058,0

393580206758848,0

:S . 

Тогда аппроксимирующая функция имеет вид 

.082930000237615,0

430470028197701,0
943730414115560,0

347330582188058,0
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              (14) 

При этом среднеквадратическая погрешность со-

ставляет 15
11 1020697638961506,5  .  

При аппроксимации зависимости )(2 xf  абразив-

ного износа поверхности образцов из стали 30ХГСА 

в классической форме методом наименьших квадра-

тов через алгебраический полином с данными  
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и используя [9], получим формулу для аппроксими-

рующей функции 

.10573388,81057201646,2

10391975309,210240740743,3

1025555555553,2106,4)(

514411

3927

514
21

xx

xx

xxf













  (16) 

Погрешность аппроксимации составляет 

11
21 102340689425755,6  . 

Для значительного повышения точности аппрок-

симации необходимо включать в состав аппрокси-

мирующей функции только те компоненты, которые 

можно найти по новому предложенному алгоритму, 

показанному на рис. 2, 3.  

Оптимальные компоненты представлены матри-

цей для  f2(x) с данными (15): 























7/5
5/4
4/3
3/2
2/1

)(

x
x
x
x
x

xF .                           (17) 

Коэффициенты оптимальной функции можно 

найти через матрицу   




























099477765074,27
47455439809639,3
9491784134111,20
6651047074541,12

670128041016982,0

S .              (18) 

При этом оптимальная аппроксимирующая 
функция примет вид: 

.099477765074,27

47455439809639,3

9491784134111,20

6651047074541,12

670128041016982,0)(

7/5

5/4

4/3

3/2

2/1
22

x

x

x

x

xxf











         (19) 

Аппроксимация по формуле (19) даёт погреш-

ность 12
22 101191,0  , что на порядок меньше, 

чем 21 , т.е. погрешность аппроксимации классиче-

ским полиномиальным методом наименьших квад-

ратов больше, чем предложенным методом. 

Нами предлагается автоматизация процесса об-

работки информации при аппроксимации экспери-

ментальных зависимостей нетрадиционным усо-

вершенствованным методом повышенной точности 

с использованием программно-компьютерных 

средств, которая может быть представлена в виде 

структурной  блок-схемы, показанной на рис. 4. 

Если рассматривать поблочно компьютерную реа-

лизацию структурной схемы, представленной на  

рис. 4, то алгоритмический блок вычисления средних 

значений имеет вид, показанный на рис. 5. Программ-

ная реализация данного блока показана на рис. 6. 

Наряду с этим рассмотрим компьютерно-алго-

ритмическую схему реализации блока аппроксима-

ции экспериментальных зависимостей при исполь-

зовании традиционного классического полиноми-

ального метода наименьших квадратов, представ-

ленного на рис. 7. 
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Рис. 4. Структурная блок-схема автоматизации 
обработки экспериментальных зависимостей 
абразивного износа поверхностей материалов 

и их аппроксимации нетрадиционным методом 
 

Подпрограмма F1 показана на рис. 8, б, а под-

программа F2 представлена на рис. 8, а. 

Как известно, при обработке экспериментальных 

зависимостей с использованием классического поли-

номиального метода наименьших квадратов наиболее 

рационально решить систему соответствующих ли-

нейных уравнений методом Гаусса [11]. 

 
Рис. 5. Блок-схема вычисления средних значений 

 
 

     DIMENSION_Z(6) 
     READ_(Z(I),I=1,6) 
     DO_1_K=1,6 
     IF_K=3_GOTO_3 
     S=0 
     DO_2_I=1,6 
2   S=S+Z(I)**(K-3) 
     GOTO_4 
3   S=1 
     DO_5_I=1,6 
5   S=S*Z(I) 
     A=S**(1/6) 
     GOTO_6 
4   A=(S/6)**(1/(K-3)) 
6   PRINT_K-3,A 
1   CONTINUE 
     STOP 
     END 

 

Рис. 6. Программная реализация блока рис. 5 

 

Для этого на рис. 9 представлена алгоритми-

ческая блок-схема определения коэффициентов 

аппроксимирующего полинома при решении сис-

темы методом Гаусса, а реализация алгоритми-

ческой блок-схемы подпрограммы метода Гаусса 

(SUBROUTINE GAUSS [11]) показана на рис. 10. 

ВХОД 

READ Z(I) 

K=1 

K=3 S=0 

I=1 

S=S+Z(I) 

I=I+1 

S=0 

I=1 

S=S*Z(I) 

I=I+1 

I=6 I=6 

A=S**(1/6
)  

PRINT 

K=K+1 

K=6 ВЫХОД 

A=S**(1/6) 

 
A=(S/6)**(1/K–3) 

 

Ввод данных эксперимента 

Построение графика экспери-
ментальной зависимости износа 

(г) от пути трения (м) 

 
Вычисление 

средних значений: 
 ,...;,,,,, xxxxxx KSAGHF

,,,, yyyy AGHF

 
 

,..., yy KS

Визуализация прямых 

,... ,     
,..., , ,

yy

xxx
HyFy

GxHxFx



 

на координатной плоскости вместе 
с графиком экспериментальной 

зависимости износа от пути трения 

Снятие оператором точек,  
ближе расположенных  

к графику экспериментальной  
зависимости )(xf  

Получение компонент для аппроксими-
рующей функции вследствие  

использования нетрадиционного  
метода повышенной точности 

Получение и визуализация аппрок-
симирующей функции и графика 
экспериментальной зависимости  

на мониторе компьютера 

Вычисление точности 
аппроксимации 
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Рис. 7. Алгоритмическая блок-схема  
обработки экспериментальных зависимостей  

при использовании классического полиномиального 
метода наименьших квадратов 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а                                                 б 
 

Рис. 8. Алгоритмическая блок-схема  
реализации подпрограмм F2 (а) и F1 (б) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 9. Алгоритмическая блок-схема  
подпрограммы GAUSS 

 

X(I), Y(I), M, N 

A(1;1)=N 

I=1 

J=1 

CALL F1(X (I)), Y(I), M, N, S 

A(I,J)=S 

J=J+1 

J > M+1 

I=I+1 

I > M+1 

 
I= 

CALL F2(X(I), Y(I), I, N, B(I+1)) 

I=I+1 

I > M GAUSS 

Выход 

– 

– 

– 

+ 

+ 

+ 

Начало N1=N–1 
K=1 

|A(K,K)|>0 

M=K+1 

|A(M,K)|>0 

NM 

M=M+1 L=1 

V=A(K,L); 
A(K,L)=A(M,L); 

A(M,L)=V 

NL 

L=L+1 

V=B(K); B(K)=B(M); 
BM=V; 

G(K)=B(K)/A(K,K) 

I=K+1 

B(I)=B(I)–A(I,K)*G(K); 
J1=K 

J=N–J1+K; 

C(K,J)=
),(
),(

KKA
JKA

; 

A(I,J)=A(I,J)– 
–A(I,K)*C(K,I) 

J1=J1+1 

NJ 1  

NJ 1  

NI 

M=N 

X(M)=
),(

)(
MMA

MB
 

I=I+1 

K=K+1 

НЕТ 

НЕТ 

НЕТ 

НЕТ 

НЕТ 

НЕТ 

ДА 

ДА 

ДА 

ДА 

ДА 

ДА 

ДА 
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M=M–1 
S=0 

L=M 

S=S+C(M,L+1)* 
*X(L+1) L=L+1 

1NL 

X(M)=G(M)–S 

1M

Конец 

НЕТ 

НЕТ 

ДА 

I=1 
S= 

S=S+x(J)** 
**M**Y(J) 

 
I=I+1 

X(I), Y(1), M, N, S 
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I> N 

+

I=1 
S= 

S=S+ 
+x(J)**M 

 
I=I+1 

X(I), M, N, S 

Выход S 
 

I> N 

+
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0001_ _ _ _ _ _DIMENSION_A(3, 3), B(3) 
0002_ _ _ _ _ _DIMENSION_C(3,3), G(3) 
0003_ _ _ _ _ _DIMENSION_X(3) 
0004_ _ _ _ _ _READ(1, 14)N 
0005_ _ _ 1 4 _FORMAT(14) 
0006_ _ _ _ _ _READ(1,15) A,B 
0007_ _ _ 1 5 _FORMAT(9F5.2, 3F5.3) 
0008_ _ _ _ _ _PRINT_17, N, A, B 
0009_ _ _ 1 7 _FORMAT(‘_’, ‘N=’, 14, 12F5.2) 
0010_ _ _ _ _ _CALL_GAUSS(N, A, B, X, C, G) 
0011_ _ _ _ _ _DO_18_I=1,N 
0012_ _ _ 1 8 _WRITE(3,16) I, X(I) 
0013_ _ _ 1 6 _FORMAT(1X, ‘I=’, 14, 5X, ‘ 
X(I) =’, E12.5) 
0014_ _ _ _ _ _STOP 
0015_ _ _ _ _ _END 

 
Рис. 10. Реализация блок-схемы  

подпрограммы метода Гаусса 
 

Выводы 
 

Рассмотрен усовершенствованный нетрадицион-

ный метод аппроксимации экспериментальных зави-

симостей абразивного износа повышенной точности. 

Разработаны компьютерные программно-алгорит-

мические модели автоматизации процесса обработки 

данных при аппроксимации экспериментальных за-

висимостей нетрадиционным метом повышенной 

точности в реальном времени измерения. Отмечается 

возможность  значительного повышения точности 

моделирования процесса абразивного изнашивания, и 

его использование для обоснованного и наиболее 

точного прогнозирования сроков изнашивания по-

верхностных слоев деталей и их покрытий на ранних 

стадиях, что способствует научно-обоснованному 

назначению периодов рациональных осмотров и про-

ведения регламентно-ремонтных работ соответст-

вующих элементов авиационных конструкций. 
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