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Приведены новая математическая модель и эффективный численный метод расчета температурного поля 
конвективно охлаждаемых лопаток газовых турбин. Теоретическое обоснование метода доказано соот-
ветствующими теоремами. Граничные условия теплообмена определены из решения соответствующих 
интегральных уравнений и эмпирических соотношений. Достоверность разработанных методик под-
тверждена расчетно-экспериментальными исследованиями. 
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Одним из главных направлений повышения 

к.п.д. силовых установок и снижения расхода топ-

лива является увеличение параметров рабочего про-

цесса авиационных газотурбинных двигателей 

(ГТД) и, в первую очередь, температуры и давления 

газа в турбинах. Наиболее сложной при этом явля-

ется задача обеспечения надежности сопловых и 

рабочих лопаток газовой турбины (ГТ). В связи с 

этим выбор путей и средств тепловой защиты дета-

лей турбин, обеспечивающих прирост экономично-

сти ГТД, его заданная надежность и ресурс имеют 

большое научное и практическое значение. Наряду с 

достижениями в области современных и перспек-

тивных технологий, разработка эффективных сис-

тем охлаждения является приоритетным направле-

нием исследований по тепловой защите элементов 

ГТ. Однако особенности условий теплообмена в 

ГТД не позволяют решить задачу разработки рацио-

нальной системы охлаждения в строгой постановке. 

В телах сложной формы с различными конфигура-

цией, количеством и расположением охлаждающих 

каналов, т.е. в многосвязных областях с переменны-

ми граничными условиями даже раздельное реше-

ние задач гидродинамики и теплообмена является 

сложной проблемой. Это, в свою очередь, требует 

разработки и применения достаточно эффективных 

математических моделей и численных методов для 

проведения многократных и многовариантных расче-

тов с условиями многокритериальной оптимизации. 

Дифференциальное уравнение теплопроводности, 

описывающее в общем случае нестационарный про-

цесс распространения теплоты в многомерной облас-

ти (уравнение Фурье–Кирхгофа) имеет вид [1 – 4]: 
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где vC,  и   – соответственно плотность, тепло-

емкость и теплопроводность материала; q – внут-

ренний источник или сток тепла; T  – искомая тем-

пература.  

В двумерной постановке при стационарных ус-

ловиях, допущении постоянства физических свойств 

и отсутствия внутренних источников (стоков) теп-

лоты, температурное поле будет зависеть только от 

формы тела и от распределения температуры на 

контуре (границах) тела [1 – 5]. В этом случае урав-

нение (1) примет вид 
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Для определения конкретных температурных 

полей в элементах ГТ чаще задаются граничные 

условия третьего рода, характеризующие теплооб-

мен между телом и средой на основе гипотезы Нью-

тона-Римана [1 – 5]: 

 А.М. Пашаев, Д.Д. Аскеров, Р.А. Садыхов, А.С. Самедов 
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где i = M,0  – количество контуров; iT  – температура 

среды  (при i = 0 – температура газа, омывающего 

лопатку, при i = М,1   – температура охладителя); 

0Т  и iТ   – температура на контуре i (при i = 0 –  

наружный контур лопатки, при i = М,1  – контура 

охлаждающих каналов); 0  и i  – коэффициен-

ты теплоотдачи от газа к поверхности лопатки (при  

i = 0) и от лопатки к охлаждающему воздуху (при      

i = М,1 );    коэффициент теплопроводности мате-

риала лопатки; n   внешняя нормаль на контуре 

исследуемой области. 

Краевая задача (2) – (4) решается с применением 

таких численных методов, как метод конечных раз-

ностей (МКР), метод конечных элементов (МКЭ), 

метод граничных интегральных уравнений (МГИУ) 

(или его дискретный аналог – метод граничных эле-

ментов МГЭ), вероятностный метод или метод 

Монте-Карло и вариационный метод Треффттца 

(Спэрроу) [1 – 8]. 

Из перечисленных эффективным считается 

МГИУ (или метод теории потенциала – МТП), хо-

рошо зарекомендовавший себя при рассмотрении 

многосвязных областей сложной конфигурации и 

обладающий рядом преимуществ [4, 7 – 9].   

Рассмотрим применение МГИУ для решения за-

дачи (2) – (4) в первой постановке [1, 2, 4, 5, 8]. 

Функция  ухТТ , , непрерывная со своими 

производными до второго порядка, удовлетворяю-

щая уравнению Лапласа в рассматриваемой области, 

включая ее контур 
M

i
i

0
 , является гармониче-

ской. Следствием интегральной формулы Грина для 

исследуемой гармонической функции  ухТТ ,  

является соотношение: 
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где R  – переменное при интегрировании расстоя-

ние между точкой  ухК ,  и “бегущей” по контуру 

точкой k ; Т   температура на контуре  .  

Значение температуры в некоторой k -й точке, 

лежащей на границе, получается как предельное при 

приближении точки   ухК ,  к  границе 

 
.

2
1






























dsnR
n

Τ
ds

n
nR

Τ
π

ΤΤ

k
γk

γ

k

k 
      (6) 

С учетом введенных граничных условий (3) – (4), 

после приведения подобных членов и ввода новых 

коэффициентов, соотношение (6) можно предста-

вить в виде линейного алгебраического уравнения, 

вычисляемого для точки k : 
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где n  – количество участков разбиения наружно-

го контура лопатки 0  ( i при 0i ) на малые 

отрезки 0S  ( iS при 0i ), m  – количество 

участков разбиения наружных контуров всех ох-

лаждающих каналов i  (i = M,1 ) на малые от-

резки iS . 

Неизвестными в уравнении (7) кроме искомого 

истинного значения kT  в точке k  являются также 

средние на отрезках разбиения контуров 0S  и 

iS  температуры min TTTT  ...,,...,,, 00201  (всего 

mn  ). 

Пользуясь формулой (5), из соотношения (7) по-

лучим искомую температуру для любой точки 
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В представленном виде решение краевой задачи 

(2) – (4) по расчету температурного поля конвектив-

но охлаждаемой лопатки ГТ впервые дано О.И. Го-

лубевой 5 и развито в работах Л.М. Зысиной-

Моложен 1. В этих работах дискретизация конту-

ров ),0( Mii   производилась большим количест-

вом дискретных точек, и интегралы, входящие в 

уравнения в виде логарифмических потенциалов, 

рассчитывались приближенно, заменяясь следую-

щими соотношениями: 
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В отличие от [1, 5] предлагается новый подход к 

применению МГИУ. Полагаем, что распределение 

температуры  ухТТ ,  будем отыскивать в сле-

дующем виде: 
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
  – простые гладкие жордановые замк-

нутые кривые; M – количество охлаждающих кана-

лов; 
M

i
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  – плотность логарифмического по-

тенциала, равномерно распределенного по iγ ; 
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При этом  кривые 
M
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
  положительно ори-

ентированы и заданы в параметрическом виде: 

 sxx  ;  syy  ;  Ls ,0 ; 
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dsL . 

Используя метод теории потенциала и выраже-

ние (11), задачу (2) – (4) приведем к следующей сис-

теме граничных интегральных уравнений: 
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где       2/122 ))()(())()((),(  ysyxsxsR . 

Для вычисления сингулярных интегральных 

операторов, входящих в (12), исследованы дискрет-

ные операторы логарифмического потенциала про-

стого и двойного слоя, показана их связь и получе-

ны оценки в терминах модулей непрерывности 

(оценки типа оценок А. Зигмунда). 

Теорема.  Пусть выполняется условие 
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и уравнение (12) имеет решение ΓCf *  (множес-

тво непрерывных на Г  функций). Тогда  N0  N    

(N – множество натуральных чисел) такое, что            

N > N0 – дискретная система, полученная из (12) на 

основе использования дискретного оператора лога-

рифмического потенциала двойного слоя (изучены 

его свойства), имеет единственное решение  
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где  ГС  – константа, зависящая только от 
 1NN  – 
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последовательности разбиений Г ; 
 1}{ NN  – по-

следовательность положительных чисел таких, что 

пара ( NN  ,, ) удовлетворяет усло-

вию p 1-2 . 

Пусть  2,0 dN  , где d – диаметр Г , а раз-

биение   таково, что выполняется условие  

2


p . 

Далее для всех  ГC  ( ГC  – пространство всех 

функций, непрерывных на Г ) и Гz  ( iyxz  ): 
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где    )(, zfL   – двухпараметрическая (зависит от 

параметров   и  ) квадратурная формула для лога-

рифмического потенциала двойного слоя, 
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ного слоя;  ГС  – постоянная, зависящая только     

от Г  )(xf  – модуль непрерывности функции f; 

  )(, zfI   – двухпараметрическая (зависит от пара-

метров  и ε) квадратурная формула для логарифми-

ческого потенциала простого слоя, 
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Таким образом, разработан эффективный с точки 

зрения реализации на компьютерах численный ме-

тод, базирующийся на сконструированных двухпа-

раметрических квадратурных процессах для дис-

кретных операторов логарифмических потенциалов 

двойного и простого слоя. Оценены их систематиче-

ские погрешности, математически обоснованы ме-

тоды квадратур для приближенного решения гра-

ничных уравнений Фредгольма I и II рода с исполь-

зованием регуляризации по Тихонову и доказаны 

соответствующие теоремы [8 – 10, 17]. 

Данную методику расчета температурного поля 

лопатки можно применить и к полым лопаткам со 

вставным дефлектором. При их рассмотрении до-

полнительно к граничным условиям III рода примы-

кают и условия сопряжения между участками раз-

биения контура в виде равенств температур и тепло-

вых потоков: 

),(),( 1 yxTyxT vv  ;   
n

yxT
n

yxT vv






  ),(),( 1 , 

где   – число участков разбиения контура сечения 

лопатки; x , y  – координаты. 

При нахождении оптимальных значений T  сле-

дует решить обратную задачу теплопроводности. 

Для этого нужно найти сначала решение прямой 

задачи теплопроводности при граничных условиях 

III рода со стороны газа и граничных условиях I ро-

да со стороны охлаждающего воздуха: 

00
)( iγv Tyx,T  , 

где 0iT  – известная оптимальная температура стен-

ки лопатки со стороны охлаждающего воздуха. 

Вычислительные эксперименты с использовани-

ем МГИУ по расчету температурных полей лопаток 

ГТ показали, что в предлагаемом подходе дискрети-

зацию областей интегрирования можно проводить с 

достаточно меньшим количеством дискретных то-
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чек. При этом повышается реактивность разрабо-

танных алгоритмов и точность вычислений. 

Точность вычисления температурных полей ох-

лаждаемых деталей в большинстве случаев зависит 

от достоверности закладываемых в расчет гранич-

ных условий теплообмена. 

Для расчета скорости газового потока по обводу 

профиля лопатки использованы методы прямых за-

дач гидродинамики решеток, основанные на чис-

ленной реализации интегральных уравнений с осо-

бенностью. Задача сведена к решению граничных 

интегральных уравнений для составляющих ком-

плексного потенциала течения – потенциала скоро-

сти   и функции тока  , отличающихся от суще-

ствующих [11 – 13] эффективностью при численной 

реализации. 

Поле скоростей в области течения можно рассчи-

тать, продифференцировав значения   по обводу, 

найденные из решения интегрального уравнения: 

   
  ,

sincos,

2
1

2
1 










S
B

kkkk

dSГ

yxVyx

  

где ),( kk yx  – значение потенциала скорости;      

V  – средневекторная скорость набегающего пото-

ка;   – угол между вектором V  и осью решетки 

профилей; Г  – циркуляция скорости; В  соответ-

ствует выходной кромке профиля. 

Распределение потенциала скорости по контуру 

получается из решения следующей системы линей-

ных алгебраических уравнений: 

 

  ,sincos ,2
1

1
1,1,

Bjjkjk
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i
ijijij

ГyxV 
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




 

 где 12  ni ; nj 2 ; n  – количество участков. 

Значения скорости газового потока определяют-

ся дифференцированием потенциала скорости по 

контуру s , т.е.   dsdsV   с использованием из-

вестных формул численного дифференцирования. 
Распределение скорости по обводу профиля, в 

отличие от [11, 12], можно определить, решив также 

интегральное уравнение, полученное для функции 

тока  : 
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приводя его к следующему алгебраическому виду: 
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где      sincos xyV .  

Расчетные данные распределения скорости по 

обводу являются исходными для определения 

внешних условий теплообмена. 

Для расчетов локальных значений Г  в качест-

ве основы принят метод ЦКТИ, разработанный 

Л.М. Зысиной-Моложен, в котором используется 

интегральное соотношение энергии для теплового 

пограничного слоя, записанное в переменных  

А.А. Дородницына, позволяющее в единообразной 

форме представить решения для ламинарного, пе-

реходного и турбулентного пограничных слоев        

[1 – 3, 6, 14]. Для внесения поправок в базовое зна-

чение Г  использованы рекомендации ЦКТИ и 

ХПИ [2, 14]. 

При определении внутренних граничных усло-

вий теплообмена используется взаимосвязь внут-

ренних геометрических и гидродинамических пара-

метров с тепловыми, характеризующими темпера-

турное поле тела лопатки [2, 14 – 16]:  

 ЛВВВЛГЛГГВВ ТТQfF  ,,,,,, . 

При этом выполняется оптимизационная задача с 

предварительным заданием допустимых по услови-

ям прочности температур стенок с газовой ГЛТ  и 

воздушной ВЛТ  сторон с учетом ее предельной не-

равномерности. 

Задача внутренней гидродинамики системы ох-

лаждения рассмотрена на примере лопатки со 

вставным перфорированным дефлектором. Поиск 
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оптимальной конструкции системы охлаждения ло-

патки осуществляется путем предварительного вы-

явления перегретых участков. Местные коэффици-

енты теплоотдачи охладителя В  определяются при 

известном распределении потока в охлаждающих 

каналах. С этой целью строится эквивалентная гид-

равлическая схема, течение охладителя в разветв-

ленных сетях которой описывается 1-м законом 

Кирхгофа [2, 3, 14, 15]:  

  ,,.1,
1 1

1 nipkpsignGf
m

j

m

j
ijijijij  

 
   (13) 

где ijG  – расход охладителя на ветке ji  ; m  – ко-

личество веток, присоединенных к i -му узлу, n – 

число внутренних узлов гидравлической сети, ijp  – 

перепад полного давления охладителя на ветке 

ji  . В этой формуле коэффициент гидравлической 

проводимости ветки ( ji  ) определяется следую-

щим образом [5, 9]: 

ijijijij pfk  22 ,              (14) 

где ijijij pf ,,  – соответственно средняя площадь 

поперечного сечения канала ( ji  ), плотность по-

тока охладителя на данном участке и суммарный 

коэффициент гидравлического сопротивления вет-

ви. Система нелинейных алгебраических уравнений 

(13) решается методом Зейделя с ускорением по 

следующей формуле [2, 14, 15]: 

  ,1 kk
i

k
i

k
i pffpp   

где k  – номер итерации, k
ip  – давление охладителя 

в i -м участке гидравлической сети. Коэффициенты 

гидравлического сопротивления ij , входящие в 

(14), а также значения коэффициента теплоотдачи 

воздуха В  на отдельных участках лопатки опреде-

лены по эмпирическим соотношениям, рекомендо-

ванным авторами работ [2, 3, 14, 15]. При расчетах в 

каждом итерационном процессе производится про-

верка пропускной способности тракта охлаждения по 

полному давлению воздуха на  выходе из лопатки. 

 

Разработанные методики реализованы при про-

ведении расчетно-экспериментальных исследований 

термического состояния соплового аппарата I сту-

пени газовой турбины серийной ГТУ с использова-

нием следующих расчетных данных: шаг решетки – 

5,41t мм; скорость газа на входе в решетку – 

1561 V м/с; скорость газа на выходе из решетки – 

5122 V м/с; приведенная скорость газа на выходе -

891,01  ад ; угол входа газового потока – 

7,01  ; температура и давление газа:  на входе в 

ступень – 1333* гT К, 6* 102095,1 гp Па; на вы-

ходе из ступени – 10051 гT К, 6
1 1075,0 гp  Па. 

Получена геометрическая модель лопатки (рис. 1),  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

а также графики распределений скорости V и коэф-

фициента теплоотдачи газа Г  вдоль обвода про-

филя (рис. 2). 

Рис. 1. Решетка профилей сопловой 
охлаждаемой лопатки 
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Разработаны геометрическая модель (рис. 3) и 

эквивалентная гидравлическая схема тракта охлаж-

дения (рис. 4).  

Определены основные параметры охладителя в 

системе охлаждения и температурное поле сечения 

лопатки (рис. 5). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Достоверность методик подтверждена экспери-

ментальными исследованиями теплогидравлических 

характеристик опытных лопаток. Методики показа-

ли высокую эффективность при расчетах конвек-

Рис. 2. Распределение относительных  
скоростей  (1) и коэффициентов тепло-

отдачи газа Г (2) по обводу профиля 
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Рис. 4. Эквивалентная гидравлическая схема с нумерацией 
типовых элементов системы охлаждения сопловой лопатки 
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Рис.  5. Распределения температур вдоль наружного (▲) и внутреннего (■) 
обводов сопловой охлаждаемой лопатки, полученные расчетным путем 
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Рис. 3. Геометрическая модель с нумерацией 
расчетных точек обвода (1-78)  

и характерных участков ЭГС (1-50)  
опытной сопловой лопатки 
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тивно охлаждаемых лопаток газовых турбин [9,        

16 – 18], на основе которых предложен способ мо-
дернизации системы охлаждения лопатки за счет 

реконструкции дефлектора.   
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