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НЕТРАДИЦІЙНИЙ СПОСІБ АПРОКСИМАЦІЇ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ  
ЗАЛЕЖНОСТЕЙ ТА ЙОГО ПОРІВНЯЛЬНА ОЦІНКА З ПРОГРАМАМИ 

СИСТЕМИ “MathCAD” 
 

Розглядаються експериментальні залежності абразивного зносу поверхонь мідних та сталевих матеріалів 
при нежорстко закріплених абразивних частинках та пропонується нетрадиційний вдосконалений спосіб 
їх апроксимації підвищеної точності. Крім цього дається порівняльна оцінка запропонованого способу із 
сучасними програмами системи “MathCAD”. 
 

Загальна постановка проблеми 
та її зв’язок 

з науково-практичними задачами 
 

Відомо, що цілий ряд конструктивних вузлів аві-

аційної техніки на сучасному етапі характеризується 

інтенсифікацією процесів, що протікають на  робо-

чих поверхнях тертьових деталей у зв’язку з ростом 

питомих навантажень, змінами швидкостей, якості 

робочого середовища, взаємним переміщенням де-

талей, різким перепадом температур у зоні тертя. 

Надійність і довговічність робочих вузлів тертя за-

лежать від рівня розвитку технології матеріалів та 

покриттів, серед яких особливе місце займають га-

зотермічні покриття і, зокрема, детонаційні покрит-

тя. 

На базі аналізу закономірностей експлуатаційних 

пошкоджень і причин виходу деталей у брак та пе-

редчасної їх заміни в умовах експлуатації встанов-

лено, що домінуючою причиною є недопустиме 

зношення, яке головним чином пов’язане з локаль-

ним руйнуванням поверхонь деталей тертя. При 

цьому триботехнічні показники визначаються не 

стільки об’ємноструктурними властивостями, скіль-

ки станом поверхневих шарів. 

Використання науково обґрунтованих необхід-

них захисних покриттів забезпечує кардинальне та 

технологічно ефективне розв’язання задачі збіль-

шення надійності і довговічності деталей машин і 

механізмів. Розробка і впровадження нових високо-

ефективних технологій зміцнення і відновлення по-

верхонь тертя надає можливість досягти необхідної 

техніко-економічної доцільності рішення завдань 

ремонту при забезпеченні в межах експлуатаційних 

обмежень високого рівня надійності авіаційної тех-

ніки (АТ). 

При нанесенні детонаційних покриттів на деталі 

утворюються високоякісні, практично безпористі 

шари з високим рівнем адгезійної міцності з матері-

алом основи [1]. 

Застосування детонаційних покриттів дозволяє 

не тільки поліпшити, а навіть цілком змінити поверх- 

неві властивості деталей, одержати заздалегідь про-

гнозовані характеристики робочих поверхонь, щоб 

найкраще задовольнити умови експлуатації [2, 3]. 

У багатьох випадках застосовують детонаційні 

покриття з оксидів алюмінію, хрому, кремнію, тита-

ну, цирконію та інших кісневмісних порошкових 

матеріалів [2 – 5], які поєднують в собі важливі по-

зитивні характеристики за твердістю, тугоплавкіс-

тю, хімічною стійкістю та іншими властивостями. 

Крім цього, для відновлення і зміцнення повер-

хонь тертя застосовують матеріали на основі доро-

гих металів (нікель, кобальт, вольфрам, молібден та 

інші, які відрізняються значними енерго- і трудоміс-

ткістю технологічних процесів). 

У зв’язку з цим до найбільш ефективних напрям- 

ків досліджень слід віднести удосконалення газопо-

лум’яних технологій напилення з використанням 

 М.О. Ходак, О.А. Вишневський 
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композиційних матеріалів на основі заліза, що доз- 

воляють отримати покриття з високими триботехні-

чними й адгезійними властивостями [6]. Визначення 

закономірностей впливу лігіруючих елементів на 

механізми зміни властивостей матеріалу основи до-

зволяє отримати значення вмісту елементів компо-

зиції і покриття з триботехнічними і фізико-

механічними властивостями, наближеними до мате-

ріалів на основі нікелю, кобальту і вольфраму [7, 8]. 

На основі широкого застосування на сучасному 

етапі композиційних порошків різних систем і газо-

полум’яного  окриття [9] можливо отримати високі 

триботехнічні властивості поверхонь, наприклад 

покриття системи %30 BAlCrCFe  тетра-

борнокислого натрію, крім зазначеного, дає задо- 

вільну сумісність з широкою групою конструкцій-

них матеріалів. 

Наступним розповсюдженим видом руйнування 

поверхонь деталей є абразивне зношування у вузлах 

тертя авіаційних конструкцій, деталей вузлів тертя 

автомобілів, сільськогосподарських, будівельних і 

гірських машин шляхом попадання на їх поверхні в 

процесі експлуатації часток мінерального по- 

ходження 2SiO , глинозему, гірських порід тощо. 

Для забезпечення більш тривалої працездатності 

елементів конструкцій і їхніх конструкційних мате-

ріалів, що працюють в умовах абразивного зношу-

вання, на їхні робочі поверхні також наносять пок-

риття різними способами [10 – 12], що призводить 

до істотних змін механізмів і кінетики процесів руй-

нування поверхневих шарів деталей. 

Постійно зростає необхідність підвищення рівня 

надійності і довговічності авіаційної техніки, еко-

номії при цьому матеріальних і трудових ресурсів. 

Зниження матеріалоємності виробництва потребує 

науковообґрунтованого прогнозування вказаних 

характеристик та їх порівняння. В зв’язку з цим різ-

ко підвищується також значення вирішення задач 

побудови їх математичних моделей, оцінки їх дос-

товірності, задач направлених на вирішення обчис-

лювальних та системноорганізаційних проблем по-

будови засобів моделювання об’єктів авіаційної те-

хніки та процесів, що в них протікають, в тому числі 

при терті та зношуванні різних видів матеріалів та 

покриттів і їх оцінки при різних технологічних про-

цесах нанесення. 

 
Огляд публікацій та аналіз 
невирішених проблем 
 

В загальній проблематиці невирішених питань і 

задач в галузі тертя і зношування важливе місце 

займають питання вивчення закономірностей проце-

сів і механізмів, пов’язаних з абразивним зношуван-

ням поверхонь деталей, їх покриттів та питання їх 

моделювання. 

Види і механізми абразивного зношування кон- 

струкційних матеріалів описані в роботах [13 – 21]. 

Дослідники відзначають розмаїтість факторів, 

що визначають той або інший вид зношування і ме-

ханізм його розвитку. В основі механізму цього 

процесу лежить взаємодія абразивної частинки з 

металом, що складається з двох етапів: 1) укорінен-

ня абразивної частинки в метал; 2) поступальне пе-

реміщення її уздовж поверхні. У більшості випадків 

дослідження проводили на залізовуглецевих спла-

вах. Питання дослідження властивостей покриттів, 

нанесених на різні сталі, на сьогодні ще недостатньо 

широко вивчені. 

Безпосередньо питаннями моделювання й апрок-

симації експериментальних залежностей процесів 

абразивного зносу різних матеріалів займалися най-

більш відомі провідні спеціалісти в області тертя і 

зносу [17, 20, 21]. 

Зрозуміло, що для моделювання процесів абра-

зивного зношування виникає необхідність розробки 

прискорених методик і критеріїв оцінки процесів 

зношування матеріалів і їхніх покриттів, визначення 

виду апроксимуючих функцій експериментальних 

залежностей процесу абразивного зношування з ме-

тою визначення порівняльних характеристик їхніх 
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механічних властивостей і показників. При цьому 

дослідження на основі використання математичних 

методів моделювання процесів абразивного зношу-

вання поверхонь деталей дозволяють проводити 

порівняльний аналіз і оцінювати матеріали і покрит-

тя на абразивну зносостійкість із застосуванням  

сучасних комп’ютерних технологій. Для цього в 

першу чергу необхідно мати точні види апроксиму-

ючих функцій експериментальних залежностей, з 

допомогою яких можна підтвердити або забезпечи-

ти вірність моделювання, а досягти точної апрокси-

мації можливо при наявності відповідних способів і 

прийомів [22]. 

Мета статті. В даній роботі пропонується удо-

сконалений спосіб, який полегшує процес визначен-

ня оптимального виду апроксимуючих функцій екс-

периментальних залежностей абразивного зносу та 

значно підвищує точність їх апроксимації, що в 

свою чергу дає можливість підвищити якість прогно-

зування зносостійкості матеріалів та покриттів при 

різних умовах експлуатації елементів конструкцій. 

Крім зазначеного, в роботі проведена порівняль-

на  оцінка достовірності запропонованого способу з 

відомими програмами обробки експериментальних 

даних із застосуванням системи MathCAD [23, 24]. 

Для перевірки способу були проведені експери-

ментальні випробування ряду матеріалів на абрази-

вну зносостійкість на машині тертя Брінеля      

(ГОСТ 23.208-79). 

Для інженерної практики необхідно прогнозува-

ти величину зносу як при дії абразивних частинок 

різної твердості і розмірів, так і при зміні швидкості 

їх переміщення по поверхні матеріалів, а також від 

протяжності шляху тертя та зусиль взаємодії части-

нок з поверхнею матеріалів.  

На рис. 1 показані експериментальні залежності 

вагового зносу від протяжності шляху тертя для 

двох матеріалів, які відрізняються своєю твердістю. 

Наведені експериментальні залежності отримані за 

умов стандартного навантаження (P0 = 44,1Н) згідно 

з ГОСТ 23.208-79 і розмірів абразивних частинок  

0,2 – 0,25 мм із 2SiO . 

Рис. 1. Експериментальні залежності вагового абра-
зивного зносу поверхонь матеріалів від величини 
шляху тертя для слідуючих матеріалів: міді М1 
( )(1 xf ); Ст. 30 ХГСА нормалізованої ( )(2 xf ) 

Співвідношення між величиною вагового абра-

зивного зносу поверхонь матеріалів підтверджуєть-

ся відповідними значеннями твердості даних мате-

ріалів, наведених у табл. 1 (виміри твердості прово-

дилися на приладі ТШ-2М). 

Таблиця 1 
Значення твердості матеріалів 

Марка  
матеріалу Стан HB(d) 

мм HB 5/750 

Мідь М1М – 3,95 78,3 

30 ХГСА Нормалізо-
вана 

2,05 217 

 

Апроксимація функцій експериментальних зале-

жностей, показаних на рис. 1, алгебраїчними полі-

номами в класичній формі методом найменших ква-

дратів потребує значного об’єму обчислень i часу 

[22]. 

Обчислення значно спрощуються, якщо апрок-

симуюча функція буде знайдена за допомогою про-

грами системи “MathCAD” [23, 24]. 
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Виконаємо обчислення  для мідних зразків при 

даних (1) з точністю 1510 : 

























0242.0120
0197.090
0143.060
0080.030
00

data .                     (1) 

Компоненти апроксимуючої функції задає мат-

риця )(xF : 

,),,(

;

1

)(

3

2

 FYXlinfitS 

 

x
x
x

xF






















 

а коефіцієнти – матриця S : 

,

691360000000024.0
285710000010714.0

396830002946825.0
714410000114285.0




















S  

де апроксимуюча функція має наступний вигляд: 

.691360000000024,0

285710000010714,0

396830002946825,0
714410000114285,0)(

3

2

11

x

x

x
xf








               (2) 

При цьому середньоквадратична похибка апрок-

симації визначалась за формулою 







n

i

i
n1

2
,                              (3) 

де апроксим.експер. yy    і становить 

11 0,000042761793695. 

Для підвищення точності апроксимації розгля-

немо інші складові компоненти апроксимуючої  

функції.  

При тих самих даних (1) нехай 

 ,

)1ln(

1

)( 2  

x
x
x

xF





















  

тоді коефіцієнти шуканої функції )(12 xf  покаже 

матриця S : 






















388460003069851,0
91160000004667,0

170310002454314.0
452320000001545,0

S , 

а апроксимуюча функція має наступний вигляд: 

).1ln(388460003069851,0
91160000004667,0

170310002454314,0
452320000001545,0)(

2

12







x
x

x
xf

       (4) 

При цьому згідно формули (3) величина серед-

ньоквадратичної похибки становить  

000005,012  , 

яка на порядок менша за 11 . Цю точність можна 

збільшити. 

Для знаходження оптимальних компонент апрок- 

симуючої функції розглянемо удосконалений нами 

спосіб, який значно підвищує точність апроксимації 

в залежності від вибору виду емпіричної залежності. 

Для цього розглянемо особливий клас монотонних 

двопараметричних  функцій ),,( baxf  [25]. 

Нехай ці функції будуть визначені одним із на-

ступних рівнянь: 

qp baxy
1

)(  , якщо 0,0  q p ;          (5) 

qbxay
1

)ln(  , якщо 0q ;              (6) 

bey
pax  , якщо 0p ;                 (7) 

qbxy  .                                 (8) 

Як видно, функції (5 – 8) об’єднані за формою в 

один клас. 

Узагальнені середні від додатних величин 

nz  zz ,...,, 21  визначимо, як 

tn

k

t
kz z

n
tM

1

1

1)( 







 


.                            (9) 

Для визначення середнього гармонічного фор-

мула має вигляд 
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)1(1...111
1

21























z
n

z M
zzzn

H ,    (10) 

а для середнього геометричного 

  )0()(lim...
0

1
21 zz

t
nnz MtMzzzG 


.    (11) 

Відповідно формули для обчислення значень се-

реднього арифметичного мають вигляд 

),1(...21
z

n
z M

n
zzzA 


              (12) 

а для обчислення середнього квадратичного 

 2... 22
2

2
1

z
n

z M
n

zzzS 


 .         (13) 

Розглянемо наступні класи середніх величин: 

)3(...3
33

2
3
1

z
n

z M
n

zzzK 


            (14) 

При 2t  маємо 

)2(1...111 2
1

22
2

2
1
















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











z
n

z M
zzzn

F .  (15) 

При цьому має місце співвідношення між вище 

визначеними середніми додатних величин за фор-

мулами (10 – 13): 

zKSAGHFz zzzzzz maxmin  . 

Визначимо основну властивість класу функцій   

(5 – 8), яка полягає у рівності значення функції від 

узагальненого середнього від p  узагальненому се-

редньому від q : 

     qMpMf yx  . 

Для функції qbxy   p  і q  візьмемо рівними нулю 

та отримаємо     00 yx MMf  . 

Аналогічно можна показати, що   yx GGf  . 

Розглянемо даний клас функцій зі змінними p  і 

q , які будуть приймати значення –2; –1; 0; 1; 2; 3. 

Далі визначимо 25 різних функцій, які часто вико-

ристовуються у інженерній практиці при моделю-

ванні різних процесів. Види запропонованих нами 

функцій і функцій, взятих з [25], зведені в табл. 2. 

Для визначення оптимального виду апроксиму-

ючої залежності (формули) треба відмітити параме-

три p  і q  на рис. 2 і відповідні середні  

, ,  ,  ,  , , , ,  ,  ,  , .x x x x x x y y y y y yF H G A S K F H G A S K  

Після цього на відповідних координатних осях треба 

провести через них прямі лінії, паралельні осям. Ці лінії 

перетнуться в тридцяти шести точках, кожна з яких 

відповідає одній із функцій, наведених в табл. 2. 

Таблиця 2 
Види функцій 

№ ),,( baxfy   P  q  
 

 pM x
 

 

 qM y

 
1 bax   1 1 xA  yA  

2 xba  1 0 xA  yG  

3 )/(1 bax   1 -1 xA  yH  

4 bxA ln  0 1 xG  yA  

5 xab /  -1 1 xH  yA  

6 abx  0 0 xG  yG  

7 )/( abxx   -1 -1 xH  yH  

8 xba
1

 -1 0 xH  yG  

9 )ln/(1 bxa   0 -1 xG  yH  

10 bax 2  2 1 xS  yA  

11 2xba  2 0 xS  yG  

12 )/(1 2 bax   2 -1 xS  yH  

13 bax 2  2 2 xS  yS  

14 bax   1 2 xA  yS  

15 bxa ln  0 2 xG  yS  

16 bxa /  -1 2 xH  yS  

17 baxe   1 0 xA  yG  

18 baxe 2
 2 0 xS  yG  

19 3 2 bax   2 3 xS  yK  

20 3 bax   1 3 xA  yK  

21 3 ln bxa   0 3 xG  yK  

22 3 / bxa   -1 3 xH  yK  

23 bax 3  3 1 xK  yA  

24 baxe 3
 3 0 xK  yG  

25 3
2 b

x
a
  -2 3 xF  yK  
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За наведеним алгоритмом визначимо оптимальні 

компоненти для експериментальної залежності абразив-

ного зносу поверхні мідного зразка  xf1  на рис. 2. 

Рис. 2. Алгоритм знаходження оптимального  
виду апроксимуючої функції 

 
Знайдемо yxyxyx SSGGAA ,,,,,  згідно (9 – 13). 

Нанесемо отримані значення на вісі OX і OY на 

рис. 3. Проведемо графік експериментальної зале-

жності  xf1 . 

Рис. 3. Метод знаходження оптимальних  
компонент апроксимуючої функції 

 

Знаходимо точки перетину прямих 

xxyy Ax  Sx  Ay  Sy  ,,, . Серед чотирьох то-

чок перетину цих прямих 4321 ,,, P P P P  шукаємо 

точку найближчу до графіка експериментальної за-

лежності, яка розташована на перетині прямих 

xxyy Ax  Sx  Ay  Sy  ,,, , тобто точку 1P . 

Потім за табл. 2 визначаємо оптимальну компо-

ненту bax   для апроксимуючої функції, де 1p , 

а  2q . 

Для визначення параметра b  скористуємося тим 

фактом, що графік проходить через точку (0; 0), 

тобто 0b . 

Коефіцієнт a  буде знайдений за допомогою про-

грами “MathCAD-2001” [24]. 

При реалізації даного метода знайшли оптималь-

ну компоненту 2
1

x  та x , тобто 























2
1

2

1

)(

x

x
x

xF , а 

























 



0002776.0
103865154.4

000229.0
101342585.3

7

7

S , 

де апроксимуюча функція має вигляд 

.0002776.0103865154.4

000229.0101342585.3)(

2
1

27

7
13

xx

xxf









     (16) 

При цьому середньоквадратична похибка стано-

вить 13 0,0000070815. 

При такій апробації компонент і відповідній ап-

роксимації 13  і 12  залишаються одного порядку, 

в зв’язку з цим, необхідно продовжити підбір інших 

оптимальних компонент. 

Якщо спробувати в складові компоненти шука-

ної функції ввести функцію, яка не пропонується за 

розглянутим алгоритмом, то точність апроксимації 

зменшується. Наприклад, якщо взяти не рекомендо-

вану компоненту )1ln( x  разом з рекомендованою 

2
1

x , то маємо для міді M1: 
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Складові компоненти апроксимуючої функції 

)(14 xf  задає матриця )(xF , а коефіцієнти цієї фун-

кції матриця S: 






















































0046713.0
0045159.0
0000237.0

101327244.6

;

)1ln(

1

)(

7

2
1 S  

x
x

x
xF , 

де апроксимуюча функція має вигляд 

. xx

xxf

)1ln(0046713.00045159.0

0000237.0101327244.6)(

2
1

7
14



 

    (17) 

При застосуванні апроксимуючої функції (17) 

будемо мати похибку  

288380000394953.014  . 

Порівнюючи значення середньоквадратичної по-

хибки 14  з 13  видно, що точність апроксимації за 

функцією (17) на порядок менша, ніж за функцією 

(16). 

Для значного підвищення точності апроксимації 

необхідно включати у склад апроксимуючої функції 

тільки ті компоненти, які можна знайти за новим 

запропонованим алгоритмом, наведеним на рис. 3. 

Визначені оптимальні компоненти за алгорит-

мом, наведеним на рис. 3, представлені матрицею  







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




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



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2
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2
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)(

x
x

x

x

xf ,                             (18) 

а коефіцієнти апроксимуючої функції показує  мат-

риця 




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
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
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

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883640000005293,0
813450006785766,0

920550003046013,0
844660010753607,0

S .                (19) 

Тоді оптимальна апроксимуюча функція для 

процесу абразивного зносу мідних зразків буде мати 

наступний вигляд: 

.883640000005293,0

813450006785766,0

920550003046013,0
844660010753607,0)(

2

3
2

2
1

15

x

x

x
xxf









         (20) 

Аналіз похибки отриманої оптимальної апрок-

симації 

028730000000000,015   

показує, що запропонований метод в цьому випадку 

в мільйон разів перевищує точність апроксимації за 

програмою системи “MathCAD-2001” алгебраїчним 

поліномом. 

При апроксимації залежності абразивного зносу 

)(2 xf  для зразків із сталі 30ХГСА через алгебраїч-

ний поліном в програмі системи “MathCAD-2001”  

за експериментальними даними, наведеними на 

рис. 1, маємо матрицю 
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Компоненти апроксимуючої функції задає мат-

риця 
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Коефіцієнти шуканої функції показує матриця 

S , яка представлена у вигляді 
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Апроксимуючий поліном матиме вигляд 
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.6430000000000,0

089850000000018,0

290120000001894,0

07760000294268,0
632550000009920,0)(
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x

x

x

x
xf
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







        (24) 

При апроксимації (24) отримаємо похибку 

21 0,000006429385663. 

При використанні нового алгоритму пошуку 

компонент для оптимальної апроксимуючої функції 

залежності абразивного зносу для сталі 30ХГСА від 

шляху тертя, за запропонованим алгоритмом (рис. 3) 

маємо більш оптимальні компоненти, в порівняння з 

класичним поліномом (24), отриманим із застосу-

ванням системи “MathCAD-2001” і записаним мат-

рицею 
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xF ,                           (25) 

а коефіцієнти оптимальної функції можна знайти 

через матрицю S , яка представлена у вигляді  
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Тоді оптимальна  апроксимуюча функція прийме 

наступний вид: 
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xxf
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При такій апроксимації отримаємо похибку 

22 0,000000000585302, 

що на декілька порядків менша за 21 . 

Висновки 
 
В даній роботі розглянуто нетрадиційний вдос-

коналений спосіб, який полегшує процес визначення 

виду оптимальної апроксимуючої функції експери-

ментальних залежностей процесів абразивного зно-

шування з нежорстко закріпленими абразивними 

частинками. 

На основі отриманих оптимальних видів апрок-

симуючих функцій експериментальних залежностей 

показано значне збільшення точності моделювання 

процесу абразивного зношування, що дає можли-

вість на ранніх стадіях обґрунтовано і найбільш  

точно прогнозувати термін зношування деталей або 

його покриттів, а також призначати періоди прове-

дення регламентно-ремонтних робіт. 

В результаті порівняння точностей виконаних 

апроксимацій в даній роботі та за відомими про-

грамами системи MathCAD [24] можна констатува-

ти, що розглянутий нами удосконалений спосіб 

апроксимування експериментальних залежностей 

абразивного зношування поверхонь деталей та їх 

покриттів з нежорстко закріпленими абразивними 

частинками значно підвищує точність, а в окремих 

випадках на 4 – 6 порядків. 
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