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1. Исходные предположения, система уравнений 

 
Рассмотрим систему интегродифференциальных 

уравнений, описывающую течение вязкого газа [1]:  
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Дифференциальные операторы, стоящие в левых 

частях уравнений, описывают бесстолкновительное 

движение частиц по траекториям в фазовом простран-

стве. Правые части исходной системы уравнений, 

представленные интегральными операторами, описы-

вают явления переноса, обусловленные столкнови-

тельным перемещением частиц. Идея моделирования 

явлений тепломассообмена в потоках турбулентных 

вязких сред посредством математического аппарата 

источников и стоков была предложена профессором 

Харьковского авиационного института 

Д.А. Мунштуковым [1].  

 
2. Способ определения интенсивностей источников 
и стоков, имитирующих молекулярное воздействие 

на макродвижение среды 
 
Предложенная система уравнений является не-

замкнутой из-за неопределенности интегральных со-

ставляющих уравнений. В случае явлений переноса, 

обусловленных хаотическим движением молекул, не-

определенные составляющие могут быть определены 

исходя из кинетической теории газов [2]: 
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1
 - количество массы, поступающей в 

объем V1 из объема V2 через единицу поверхности за 

единицу времени в результате молекулярного пере-

носа (рис. 1); 
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1
 - количество массы, уходящей из 

объема V1 в объем V2 через единицу поверхности за 

единицу времени в результате молекулярного пере-

носа, 

где ρ1, ρ2 - плотность среды, соответственно в объе-

мах V1 и V2; 

ν - коэффициент кинематической вязкости; 

l - длина свободного пробега молекулы. 

Тогда: 
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Рис. 1. Схема тепломассообмена между смежными 

элементами струй тока 
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3. Способ определения интенсивностей  
источников и стоков, 

имитирующих воздействие турбулентных  
пульсаций на макродвижение среды 

 
В случае явлений переноса, обусловленных хаоти-

ческим движением турбулентных молей, исходная 

система уравнений (1) дополняется, в частности, 

уравнением для коэффициента турбулентной вязко-

сти. Такое уравнение является аналогом известного 

уравнения модели переноса турбулентной вязкости 

Нили и Коважного [3]:  
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В этом уравнении: 

L - масштаб турбулентности; 

kD, kG - универсальные постоянные; 

)(
S
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TuuTC
C

νδ−νδ=δν  - аналогично 

соотношениям (2); 

/Jδ/ср - модуль среднего значения величины Jδ для 

рассматриваемого элемента. 

Тогда окончательно для турбулентного течения 

вязкого газа 
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Возможно использование также других, более со-

вершенных моделей турбулентности [1]. 

 
4. Метод решения исходной системы уравнений 

 
При решении системы уравнений (1) следует вос-

пользоваться дополнительными связями для СV, R и Р. 

Для двухкомпонентной среды с компонентами А и В 

эти связи имеют вид 
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Система уравнений (1), дополненная уравнением 

типа (3) и замкнутая соотношениями (2), (4), (5), ре-

шалась по методу расщепления по физическим про-

цессам [4] с использованием метода отслеживания 

струй тока [5] (Мост) и описанной модели обмена. 

В основу разработанного авторами настоящей ра-

боты метода отслеживания струй тока положено ис-

пользование подвижных, так называемых лагранже-

вых сеток. В этом методе лагранжевые сетки – это 

ориентированные в направлении течения, бесконечно 

тонкие, невесомые и непроницаемые для потока се-

точные линии. Разработанный универсальный алго-

ритм обеспечивает совпадение лагранжевых сеток с 

линиями раздела струй тока. Это исключает числен-

ную диффузию. Действенной остается лишь диффу-

зия, обусловленная физической вязкостью и турбу-

лентным движением среды. 

Процесс решения исходной системы уравнений на 

временном шаге можно разделить на два этапа: 

Этап 1. Эйлеров этап. Моделируется бесстолкно-

вительное перемещение частиц газа по струйкам то-

ка, т.е. методом отслеживания струй тока решается 

система уравнений (1) без правых частей. 

Этап 2. Диффузионный этап. Поперек течения 

между отдельными элементами струй тока модели-

руются явления переноса, обусловленные хаотиче-

ским движением молекул и турбулентных молей. 

Краевые условия первого этапа при решении со-

ответствующей прикладной задачи совпадают с крае-

выми условиями, разработанными для течений со-

вершенного газа [6]. Постановку краевых условий 

второго этапа рассмотрим подробно лишь на твердом 

теле. Для свободных границ приемлемо выполнение 

условий 

.0   ,0 Cu =δ=δ   (6) 

Реализацию краевых условий на твердом теле 

удобно осуществлять, введя «фиктивные» точки, для 

которых 
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Здесь индекс «т» относится к «фиктивным» точкам, 

расположенным та теле. 

Условие устойчивости полученной явной разност-

ной схемы состоит в том, что допустимый шаг по 

времени должен удовлетворять не только известному 

критерию Куранта-Фридрихса-Леви [6] 
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но и критериям, которые учитывают процессы пере-

носа, обусловленные физической вязкостью и турбу-

лентным движением среды: 
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где h - шаг разностной сетки, 

а – скорость звука. 

 
5. Результаты расчетов 

 
На рис. 2 показано сопоставление результатов рас-

чета обтекания плоской решетки турбомашины по 

методу, описанному в данной работе с эксперимен-

тальными данными, заимствованными из работы [7]. 

Расчетный КПД профиля С3Х, определенный по из-

менению полного давления, составил 0.94. 

 
 

Рис. 2. Распределение статического давления по 
контуру профиля 

 

На рис. 3 - 6 показаны поля параметров полного 

давления, безразмерного параметра скорости, турбу-

лентной вязкости и статической температуры. 

 
  

Рис. 3. Поле полного давления 
 

 
 
Рис. 4. Безразмерный параметр скорости М 
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Рис. 5. Поле турбулентной вязкости *1000.0 

 

 
 

Рис. 6. Поле статической температуры 

5. Выводы 
 

Подход к моделированию вязких течений, изло-

женный в данной работе, позволяет избежать трудно-

стей, связанных с аппроксимацией старших произ-

водных уравнений Навье–Стокса. Консервативность 

данного алгоритма (как для каждой ячейки, так и для 

всей расчетной области) позволяет проводить чис-

ленное моделирование сложных нестационарных те-

чений. 
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